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MATHEMATISCH CENTRUM
Bisuwe Kerkstraat 12b
Awmsterdam C

Voordracht getitelds
WISKUNDIGE PROBLEMEN B1J HET ECONOMISCR STEEKPROEPONDERZOEK. =~ -

dror Drs P. de Wolf? ” "
i ¥
In ds pconomla, alsook in andere gevsteswetenzchappen zoals s00i0- Mf
logie en psycholcogie, wordt in steeds Loessmende mate gebrulk gemsakt = &
©an het statistisch onderzoek. Asn vankelijk ging men dearbi) sulver g

‘beschrijvend te werk. Geleidalfjk werd oox gpeclaml in de economie van ¥
de we'hoden van de stacisiische anslyse gebruik gemsaki. Er is hier 2elfe ..

ean afzonderlijk gebled van onderzosk ontstaan, de 2g. gggngnn&nz%c .
waaron: ar man verstast de wetanschap, die zich bezig houdt mel hel welen
van de eromomischs grooihedsn en ds fussen hen destasnde relaties. Aan-
gezien reeds sposdig Lleek. det het bestaande apperasi der statistische.

i analyse wel zeer gzerchiXos manknopingspunien kon apleveren voor het ence
nometrische ondar>oek, maar niet sen vollstig stelsel sdsquate huipmidde -
let ter beschikking kon svellen, hebben vale sconometri b zirh met groob
sucres beijverd voor hern vergetersn ven nad glgligtische apparsai.

De economeivie moes wal onderncheiden worden van de wiskundige &=
nomis. Hiaronder verc.ast wman een &peoinle behantelingswijze van vraag-
siukken Op hel pebied Apr TLeovpizaihe ecinomie. Jodere welenschsy; die
zich 1n meer  exac~ie riabidng cotwikkel , d.w.x. weer men gelaldelik
xomt Lol zeherpe Aif.unities der grondbmgrippen en waar de mogell jiheid
2ich voordoet om daze negrlppen qusaiiciel wast le leggan, xal &ls regel
met vrusht van wiskurndige beschiuwingen grbrulk kunnen seken. DIt pgelci
ook woor da economie. Doordnt oen dael wai de benefentien deger walane
schap e~htor weinig wiskuadig gestaseld i3, wrdl vask een tepensielling
tusasn de witkuadige s~nnowie £ de vietesitkandige soms 00k als Litle~
raire asngeduidu ecnnim’a pemaaky, ten naicle Lowsl van de wiskuadige
&ls van de nictewiskoodige behandelingswiiis der vrasgstukkea. 1In de laadtle
st jJaren begini echizr wep julster inzizah baap te breken. '

In prin=ipo %an iedsy nnderdesl van is malhsmetische 3.ntisilek bil )

 het economebliische werk worden (ocgepest. De statislische hulpmiddsien X

przljn in de regel universenl bruilkPagr. In Ceite hebben de toepassingen
zich in hoofdsaak tot twee grois 2vOepen Depery., .1, de steakproeven-
theorie er de corvelatisrekening. Esn gebied gle dat der varisnilie-anf=
lyse, wasrmee in de hiologle 2ulke belapgeijke vesultaten zijn heraikt,
heeft hot nu Lca in de geoncmetPie, ¥oor snvar i) bokerd &lthsns, geen
gaen danwending gevonden. j

Hoswsl buifon ons eigenlijue onderwyrp liggernd, #1} opgemerki, de°
in e wiskundlge evonomie Zeer ulisenlopende wiskwndige mechoden worden
gebezipgd. Van de methoden day analvse is vooral veel profige geizokiern,

" Teneinde de gelegenheld e hobben eakels problemen medr in dmisil .
ts kunnen behacdelen, heb ik mi), wat de vsugze der stof bairefi¢, beperk™
tot de sterkproeven, foals 29% ult de titsl van mijn voordracht blij¥e.
Ix wil echier met snksle wo vden sendulden, waarom de corralatiereltening
20 belangriji is voor de econome’rie. Het is ip dg eroncmie bijna nooil
mogelijk om te experimenieren in de ain, iy dasr in de BaLLUTWe LENSChap=
pen aan wordt ﬁ@%awhxé b4t heeti lot gevolg, dalt de econcox meestal n&A«
gewezen iz op de gegevens., dle de historis oplevery. Warnesy hid nu hetl

 verbani tussen iwes vergehijinsslen & en b Wil bestuderen, dan 2zal hiy .
3lg¢ rogel evrvawrsp, dat a in het historiscy veriodp, pisl alleen door b
maAr nog door &&n of dikwijle #eifg meer iap #fa snder verschijnsel werd
betnviosd. Hij moatl dus eerst irachfen ne te gedn (weik deol van de Yaw -
riatics ven & asn de Invlced van veriatics van b ksn worden tdegeschyeven o

" #n walk'deel voor rekening van de endere J8clorep resp, van sigringen ven

onbskende herkomst komi. Hisrvoor is de mathode der sultipele correiatles

rekening Net asnge<ezen hulpmiddal. Hier geldt ochter in het bysobdeXy .

hetgeen reeds in het begin werd opgemerkt, dat de correlatisrskenim
aunlawu@,ﬂoor dg hi@lagiam&g steviptied, 2l DLivSRA Figiar. Ve

ol Mg

i



¢ ' ad wEwi

teld, niet zonder meer im de sconometrie ian worden rangewend. Problsmen
als hoge corvelaties tussen de verschijnsslsn, die als verklerends facto
TEN Voor esn ander verschijnsel worden bsochouwd, correlaties tusssn de
Waarden die eon bepsald verschijingel op achtereenvolgende tij stippen inm
heemh on de vraag, op welke wijZe wolledipe vergelljkipeysteman, die vl
s economie van o grote belskenis zijn, nst bshulp van een corrslatiebes
rekening kunnen wordsn bepasld; wormdsn mosilijkheden, dis in de bioclo=
gigshe Loopassingsn groiendesl< onbskend warsy. Deze moeilijikheden zijn
ok thang nog nlet gsheel overwonnen, @za % 1ls resds vesl berelki en
m&u ds vulledige oplossing wordt havd gewsrkt.

De theorie der shoeskprosvan vorat een balangrilke stoun veoor ds 800
nCmeirie, omdat in de gevallen, wasrin do enonoom tot melsn in staat i3,
hij heel dikwijis van ren steskprosfonderunek gebruilk zsl moeten wmaksn,
of anders gezepd, vesial zal het bilijken, dabt bepanids resultaten in het
geheel nist e meten ziju, in verbasad met de hoge kosten, als men niskt &4
BN steskprosl ziin Loeviuchi neemi . Juis: de ontwikkelicg van ds ecorno=

g2 iiie hreit hier stimulerend gewerkt, want dasrdoor ontstond behocefte
& die voordier zeldan Versams ¢ werden.

tapnd iz hot sconomisch zteskproefonderzosk nog nist sterk

2. Hlet beperkt zich grotendeals "ot hstgeen grote ondsruemingen
ehied, ter onders’s ming van huvn bedtyfspolitiek verrichtan
eleol opinie onderzosk). In de V.B. daarentegen, dat op dit g bied
Gnarsan gast, wordt in de offinidle stabiavisk ook reeds son rulm gebrull
AN gleokprooven gowmnsiy .

Hei eepvoudigs¥s geval wvan sen shesipposfonderzoek bsstaat hisri@*
A8t omen witgset van con gemakehalve onsimdiz proot ondersields massa lun!
wrESu . Degtasnde ul? twee saorien objecien, goed an slecht, en de vars
poudivng p oean g {p % g 1) Als men uit dic universum sen steskproefl ki
R gsamsalen & mer gaat dsarbij volgens hetl toevel te werk TR W 8. &
dat ledes siemant it het uulversuw dfzs8ilXde kang heeoft om ondsrzoeht ts

wopden Gan 1s de kevs ¥ dat 3. de steekproef A gosds { en dus
st Sivchite! elspentern voorkomen gelijk san: '
fu I A - :

P S : * n ﬁ

Ll

P N
gi. B

e
Sy
R
il ¥

; s
£

g

Hiarait welgt gemakielilk, dat de gemiddeide wasrds van éfaﬁ@r san (on=
eindigi vroant asnbal steskprosven gelilk {s aan '

?}ix‘";: - e "’5"3\‘@5‘:*" . - : ‘ ’ ; {2}
terwijl ds #landassirddavialiie W&ﬁi€€W9ﬂ9fﬁm berekond over esn grook santa
shenkprlaven! pgrgsvon is SO0 L :

e N - & o B
Foe = ¥ A7 S : . Ry

] ¥
D wogue van o verdsling dew b Tigh praciisch Bil o5 en valt dus met
et pomiddelids samen. Desas verder de verdsling woimodasl is en naar veat
23iiden van de (Op wonotoon sinsem’. wsg du ongelljkheld van Msidell en
Samp (generalisetis wan de stelling van Tachsbychel) worden toegepast di

L3t L N S [T A P RO : .
;‘ g 'i:gu‘ 'f;ﬂ’ug}? _.,;*;. ;": i‘:‘if’h‘ ; ?E‘::: ;‘ ? c“‘ ‘é:"s‘ i - . " 5 # il‘;}
R *

Dagr 0 tosveent met Vo en owp met e 72l dug de kens op sun rolatieve
afwijking van bepaslde grootie Zeer snel afnemen als n groter wordi gee
CkOEsM . .

e aitspreak (k) ken nog verscharps worden door gebrulk te maken vax
uet feit, dat (1) voor grots wsardsn ven o usdert tol een verdeling vea

Geauss. Deze luldue o ) R | |

‘r:ﬁ { ‘if»’m 3, g W "‘Gf:,, ‘ t‘i’ L ’ t,‘ ., et B
o P-mplo kaljapm [ AT i
Met behuip van gezg formu1ef9ﬁ sen tabsl van de 2.z, vasrschijnliikheir-

integraal Lo f 2 % AP 18 het mogelijk owm in ileder voorkome

geval snel asn te gevsn hoe groot de wasrschijnlijkheid 1z om het re«
tpat van de steskprosl tussen van te voran asn Le geven grenzen &4 ¢
aan te treffen. In de practisch voorkomends gevallen 1s het stesds
om /m, zo0 greot te kiszen, dat emrziﬁﬁ,s/ﬁ{f’ < { g& ) weinig van

e



idfe.rcdlopan  Ril het economisch g2 kercefonderzoek -3 -

v E . 9’ &

gigﬁghéﬁ“w terwill anderzijda .- %4 Kkialn gekozen ken worden t.o.v. *p

%i?&d%ﬁ? worden ujtspraken wogelllk, die practische betekenis hebben. Dezo

A ﬁykak&m hmudﬁn erhleor steeds cen waerschljnlijkheldskarakter,

e d‘ﬂ ﬁ@ypracaijk werk? men putouriijk s‘eeds wet eindige universa. Hoemt

wpnd‘aa?uia de stﬂakgrmwf zodsniz, dal de ¢lementen 6én voor één getrokkesn

ng ?n}en iR 1n$pa?£i@ we 6 word-r terugpelegd, dan blijven de formules 1)

/@ (3) onveranderd geldig. Mees:al -indt ‘eruglegging echier piat pleats

sn dan mosi (?} vervangen worden doors ‘,j ‘i ,
N [ 6)

‘ ,i = v e p & X f" ;},'; ‘) B * - & ks

Hierdoor gaat (3) over in: ! | N Al

- r S . ~
ﬁf‘w kA !/ ”%ﬁm& ) %/J % ) , . {f}‘)
VY e

2) bliJft ongewijzigd,
) CDit (7} bliJke, dat T , in het geval van nlet-lerugloggen, gelijk nul
wordi, als n - H, geheeol in zverssnslemning met de warvachbting.

V in vele gevalien heef? men nied %o malen mel eed vnl:ersum, bestaande
ult twee goorten, of sndery pereipd uil alimenten, wastbi! eon bepaaids
elgenschap slechts fygy versihillende wasrcsn kan sanveses, doch mel azn
universum, wasrin eon dergelijke eigenschay wawrden kan Cpleverenm, dle o n
sen zeker inlerval ~Tmoin kunien variipai.

De afgeleide formites gelder wor da’ geval svengeer als men OVersi
P § vervaugt door 7! als o7 do standeardueviatis im hel wdlvsrsum voorsel”
vap de onderzachie variasbelas r. Als de vevielfupsfiuncide ven x In het uni-

verswm lutdts Loy o r )

P 3
dan is & gedaiiniserd dsiry o Sy o (

. Yo [ Aal . (9

rd ve . :*m 4
: vy VS
o Voo f { &‘k - Eﬁ' ;’ {,Ag B . - B Sa M
| < | i d

s R X

Der tot om toe venandelde Pormuies 21in vnog niet dadalijk woor pracvtisole
&@%y&ssimgem gesthikt. Men iu als regel ni ' geinieressa v in de uilt {(5)
olgende wasrschijnliivheid, dst de #anens weliing van de steskproel fusdes.
bapaalds grenzen 1lgt, als be™ universum tokend is, eaar juish omgekeerd,
men wil uit de stevkpresf vonalusies rrekkom over de waarden van de paramse
torg, fAls hal universum Lepalen { da progt e vap & vesp. de wenrden van in

X optredendes paramo’srs)
DU ey omkegrernassbak 1eidt w0t moeilljkoedon, dis verband nouden melt het
Frein, dat he? wal mogaiifk is ox 1= gprokan pyer dp waarschijnilijkheid, dat

A 4n esn zekore sieskprosf, ligt “usaen 4 eu 4 eis # bekend i3, msar
dec de wasrachilnl duneid, dst p Tussen twor grenzen 1igt ~is ¢ {mat een
steskproal) gevonden i., Megstal zinlcos s, Gewoonlijk ds p een constente.
die slechis #an bepsside wanrdes heelt.

Een aisgante o;Losuing uil deze moeild Jkheid iz gopeven dogr Nevmar in
24in theorde wvag ds .- Taduective behaviur”. Hierbl) leidt hi) uit de
gevmnﬁwm waarde wvan ¢ ‘“wee grenzen af, die zoals hi} het ultdruki -en
T®aonfidence interval® vegreneeu. Het i ou steeds mogelljk om deze gremaen
20 Le kiezen, uat ey son gegaven wearschijilijkheid /- &  bestéat, dat het
sonfidence interval over das goede waarde van p "heanvalt”, D statisticus,
die deze “behaviour" poulgt, zal zich slechts in 100 # gevallen vergissen.

£ ken hisr 7o Xlein mogelijk gokozen worden. Dit gaai cchier Len koste vim
de bresdts van het conf idence interwal. , , ; ' s

s

. Tot nu Loe hebben we ons beperkt tot de iheorie van de enkelvoudige
‘steekpros?. Hierbl) was de nauwkevrigheid van het resqultast Lvoor sen geg
wven universum) alleen afhankelijk van de grootte van n, In de practijk k

men veak het universum in sub’niversa of strais splitsen, waardoor behal
de grootte van A ook de verdeling dsayven over de verschillende strat
‘pol epeelt. Hierbij dost sieh dan dadedijk het economische problaem
verdeling 70 in te richten, dat de maavkeurigheld, waarmee de

ing
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Hiskundiee problemen bii het econos = b .

“au het gehele universum tenslotte worden bepaeld, 2o hoog mogelijk words,
Ais de Lotale kosten van het onderzoek gezeven zijn.

Wi} zullsn hisrvan nog twee voorbesldsn behendelen. De serste is het
geval van ‘ sampling. Dikwijls kan men het universum in strata of
tagen verdslem, die ieder voor zich een grotere homogeniteit vertonsn, dan
het universum als gahesl. Bijv. een verdeling naar welstandsklasssn of naar
gecgralische eriteria enz. Weet men mi, dat de spreiding van de te onder=
zoekten grootheid in deze strata verschillsnd is, den ksn men, daarmsa reke=
hing houdend, de nauwkeurigheid vem de stiekprosf (bij dezaifde kosten)
HCZSr Oopvoersn dan bilj een snkelvcoudige sieekproef mogelijk is. Vaak ig een
dergelijke kennis af te leiden uit de resiltaten ven voorafgaends onderzoo=
xingsn of anders uit een prosfonderzoek o) kleins schaal. Stel datb er k
lagen 2i3n, ieder met A, elementen 2 Ay & Laat verder ds standaarde

deviatie van het te onderzoeken verschijnssl in laag i gelijk zijn aan o
ds kosten voor het ondarzosk per element ¥ en de grootts van ds {sub)
sheskprost aw (L aiam) , dan kan men yemakkelijk bewijzen, dat de <
or e gemiddelde van het verschijnsel over de gehele steekprosf minimesl
L ’ﬁ",}. *:32 r;@g ’ )'} {j‘,

e 4 4 ' : i)

lr{ ;‘{;"{:;.
¢ cen consianie, die bspeald wordi dior de conditle, dat de totsls
n oG gelijk zijn san Sy, . Dit levert

Ce W Moy Ve a2
Jiy {13) wolgt, dat het dus wngrd@1x§%i$ g 3ﬁsﬁkgr08f nlei-representatief
r ",wdt. Sos
s

Y
?

&
wlhn
zoote

2 klsgen {repressntetief betekent 7% constant). Hoe groter &F hoe
groter 008 my Hoe gracer £ hos kléﬁngr N

Het tweede heeft belrekking op de o.g. ponerenonge. BiJ enquétes met
“ragenlijgten, die via de post san de fe onderzoeksn pergonen wordsn tos-
cerondan, heelt men dikwijls Lo maken me! het V“ezwaar, dat slschts ssn ge=
; e aer ondervraagden antwoord geefi. Hierdoor drelgh het gevaar wan
v ckening, het 1s niet zeier, dat de pe-sonsn, dlg to? antwoorden bereid
#iJsn, esn repressutanieve steekpruef vormin. Dasrom preferesrt men vaak Ge
medncde van het perscoenlijk bezoak. Deze is echiermurkestbaar en betsre
cesuitaten (voor een gegeven bedrag aan kosten) kunnen als regel verkrsgsn
worden door de groepsn der antwoord= Tegp. gesn antwoord-gevenden als iwee
s8trate ve bagchouwen. De eerste wordt dan schrifvelijk, de twesde mondeling
seanguetasrd, Het s nu maiuurlijk nodig om asn te geven, hos groot ds
LEreakproeden moeven zlijn bij gegeven kogan,

HODWY e '

B 33
Thedd b
dh
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» rasp Cp en O, de kosten per pseval van het uitsturen van de vra
genafot, van het bewarken van en terugge sonden vragenlijst, resp. van een
peosnenlliik bezook plus de dasrep volgends bawerking, :

&

&
1 hel gan%tal per posi uit te zenden vragenlijsten
r " " bezesken bi} niet-aniwoordegevenden
8 v ¥ der niet-antwoord-;evenden
P de verhouding van antwoordege-enden op het totasl der e ane
queteren personen {in het unilversum)

¥ = de standsarddeviatie ven he. verschijnsel in het mniversum
. € = de ioagelaten stapndaardfoul ven het gezochte gemiddslds,
Gan gealdls N , _

%!
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Hierbij is 4 _ %;g., &P (1) en . -ﬁf_&w | ““i‘i?‘

o | L+GA o Tgteetim i
Met bDehulp van deze formule ken bi) iedern £ de jJulste waarde van b an
pepaald worden. Zijn de totale kosten gegoven {Csal, s » i pa2fY
dan is dsarull weer ¢ te bepalen. Hierdoor is ook dat geval algemeen o
gelost, ‘ : o , , i Eit ) S lipEe




Mathemetische problemep uit de theoyie der
locinsire grensledistrorting .
door

Dit Tapport bevat de tekst van een voprdracht,
dln door de achrijiwer op 15-13-1947 wal worden gﬂhﬂ%ﬁﬁm
in eon bljeenkomst, guoxgenisterd door het " athematicel
Centrum® . ‘
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kan men, v

sepodindtac oo wrl vk sicze vinsistef

: r uen statisnnaiix Aﬂ*ﬁ~“lww& {anals ctromingen be-
sehouwt, zooy ¥ -aaic resultaton w@?w$M$R zo:li's z0, dat in dit lastasle
geval viijwel elk roblcer dat zlch voordoe: megﬁlwwf kan wordon doo¥
toopasclng ver do nzohti o huindddolen, dlc de funotiethocrie ter be-
sohikiday stolt.

Dit is cchilter nlel hot poval.wonaear vwn de viscositelt wvan het
medbrn in reliening brengt. Tot een axacte into,Tetloe van ds optrodonde
dlfTersabienlverselijicingon is ren, behoudens in con 2nkel zeer esonm-
voudls goval, mmr niet gekomwn, Integondoel zelfs ondel steTi VOrecnvous
dipende vuvmmdwrat& iiﬁﬁun hoeft nen hot in hot algewen uce alet verdsy
genrachi don benadoringsoblossingen, dle min of neer gosde resultzten
onloveron.

ot dool wvan doze voordracht zal zl)n ven ovorzicht to geven van de
%ﬁiuwm&&iﬁaxa nethoden, 4ie gebrulkellfc ziin Lij de behandelins ven de
vargolliiingen van do visoeuxe, nlot- aanmﬂa‘uvﬁar» vicelotof in do vor-
“uuwtﬂ%nalﬁmg@ dat; zoals dat bij d9 lueht Let geval 1s, do viscositelt
2o Wlndpe wadr&m hvmfﬁ

Fierbdd werdt de verdore reostristic gelaelt, det alleon 43 z.g8.
lwninaliro strou fﬁﬁﬁm in do veschorwin: botrixken wordon. liaast doeze
‘.ﬁ inggn Koron al. aadere stronidingsvemcoen voorxr, die gokaralitorissord

rdza door het opiaeden van cnvegelnatige JJuctuaties wan do aul heid,
as Z2-g. turbulonts stro Wiﬂﬁ"ﬁ«

Do leatste maekt bij eon nethanatlisehe belandeling gehecl amdore
hulpaiddelen nodig, nl. de ”ct wden der statlstiek. 21! vellen bulten
hot edsr van de hiox te basproken opdoxwor)ien.

De visceuze stroudngen wordss goliool h,&@ﬁ?ﬁ& dooy de wvorgelijhingen
won Novier-8iokes.

Nadat blervoor cen afleidiug gegoveu 13 in slgenene kronlijnige
cotrdinaten, wordt in het speclale 3@7&1 val kloine wiscositelt de appro-
ximatie imgaeveerd, dic tot de vergelld Jkings van_Prepdtl voor do greus-
loasgotroning voeri.

Blj do besproking van deze vexgelljiingen worden cerst enlge nathe-
matlisclie nethodon bebandeld, wasivi) do exaste oplossing zo gosd mogell Jk
wordt bouoderd.

Daarra worct do zoory veel toegepaste nstiode vexn Von RKarnen-Pohl-
‘hausan besproken, die priucipisel afziet va: eon poglng on de sxucte

nplosalas s ve E%“l?&bm naar Lo pleats dsarvap op een snelle wijze voov
bopealdo practisehe prevlemsn, l.¢- &2 berownlag wen do wrljvingsweol-
,‘@ami@ hyuikbeore roasuliocien »wmwm

[

< Pe werselijilingen voor viscetga vioglgtorisn.

In veotorvorn oeschreven <lin A8 vmwv~§m§$wwr¢mligkiﬁa@n voor sen
a%&wjz%zﬁ van een atrerobds ansamondrubbars vicoistof bl) afwezighbeid
van uwlivondigs 2yachten

dv 1 .
e s o " e 4
}i‘i / a‘f" = Q xjnﬂ ~ tc.@}.,,
sis  de versnolliug, ¢ da dichtheld em e door de omgoving ultgscefon-
de Lracht {poer velumpeenbeid) on net vloelstelelement voorstelt.

liagsl dezo ver-elil ipe peldt de conbizuiteltsvergellfiing dle woor

sen nist-senendrkiare vlceistor do vorn honfts

dlvy - C

In cartesischc eobdpdineten zlen de wergelijkingen er dus uls volgt uits

¢ |
(i »1,2,3) (2.2}

93 LY o s
ﬂl-,‘% LI + BIP ; {2»5)
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@ Xk is dﬂ 553 AT SRR EELY o+ TPE I S8 &7 3 _‘ CNER - R i Lok
48t loodrecht op ds i~rdic.tin~  &c rapdl w, f ORI D K TR & S T
de negatieve i-richting g-«:.‘mw** T Te oz oo de wo o fome st ST Bl
spanningen, en@ik (1 £ k) de sohudinps -nl&ﬁ::m i de X rwoon s wnm iy
vliosistofelanent.,
Voor sen 1deale vicelistof worden de 4y, gercducecTd ot ds vorm
q)ik - pesm 5 ‘ {2;4)'
waaxin&ik-o 1Ak
1 1=k

In een visceuze viosistof worden de spamningsconponmentoen veriregon Goor
8ol generalisatie van de wet

ﬁ ’ N ‘ T‘ u,% 5
die voor gen pamllelstroming geldt s Bl.
;(p = ;- p Gik -~ 8 (—-xk-% -a-k (2:5)
of wel
%gk ] % ,Sik b 2 ioeik 3 (2“6)
als o
V e % ’ (2.7)

ds z.8. kxinematische viacositait voorstelt en de grootheden &ik gedefini~
gaxd zijn als

<

n N
Do krachten per volumeeenheid ’t‘i woerden nu opgeloverd door sorreTing van
ds spanningen over het gchels oppexvlak, met het resultaat

T w2 2 '
>3 % 1k 1% 2 .";;;;..1 2 r".iz
Xinnkﬂl \a aﬂaax °+Jkﬁl {}2 2?32:23 ). (2.9)

0p grond van de contimulteitsvergelljtin: gaat dit over in

2 3 v
?.. ;o L ""BT ‘ k‘i S'ﬁ (2010)

De bewegingsvergeli;}kingan worden dust
4V v, .
1.,.,..‘&2{ Qeéai (2.11)

»

x (%4- ?v ) | (2.8)
X

by =



< Do bewesingsvergeld fidueon in siponoge rouldiipime epoi'nalin,

21} do berekening van de visceuze stroning om een geiramd onpervlal
mﬁi‘mﬁa ér do voorkeur aan goven kroalljnige codrdinaton to gevruilen,
zaf&ﬁig dat 4lt opperviak voorpesicld wordt door do vorgilliina
x 7 = gongb. (Levi-Clvita).

In dit govel wordt hot 1ijfnelemamt voorgesteld doox de ondorsteands
vergell jking, waerin, zosls steeds in hot vervolg, tan de somiatisconventls
gobrulk 1s genaekt ’

2

as® = gy dx” ax® . (3.1)

Toor cen bewsgend punt z2iin de xi fvactles van een perwietey t eu de
componenten vap de spolheldsvestor y worden godeticleerd doox

- g%i (3.2)

Da kKipetiasche enexgle wordt dan por volumesenhold

o33 =% (”%%’3”%%1{%%1%%”%%; vivt 13.3]

De coverlante compomanten vun de vector y hebren hier de betekenis
van de momenten
K E] e

.
@ LF W °

?;: ¥ ik

De versnsllingsezomponenten vordesn ip algerens cobtrdipaten geleverd
dooy ds uiltdrukkiugnn

d_ T :
L e v L - -
SR T ‘”33153

Ban vollsdip uitrerezsn vor deze ultdrukiing is enipszine orslachilg,
semmaal oL de hoogbe ven hat foit, dat do sidus gedefiniesrde grootheld
300 tensor is, is ket voldcends oxn d3 vergelijking in rechthoekige
gotrdinatan

.
[

" #
. 4 A’s’,‘ o I 4?
{»!1 "M?W s v’ﬂ ﬁy% '«,5(’

{p inveriante vorm e schxiiven, d.w.z. de differertisal quotiszten
donr ccvarlente diffeyentietise to vervangen

o ¥ P
‘3 K 7 .5
W P T e Xik":via g}f")

4

bﬁ =

De coptinuiteltsvergolijxing vordt zser sonvoudig voor algemens codrdli-
gaten zawonden, nl. wco? Wier sarst in @2 oarteslsche ruinte in verg.
(2.7 ¥, foor v3 Lo vervangen vn Gar de alifeventletiss als aspvariante

dlrteventiaties te schrivwen, of ool deor de differentiaties door
cenbtravarisate Aiffervestintics le wevvaungsn

Het is verdelr bexond, dat doze verpell)king ook geschreven kan worden

in &» woim B iy , , ; .
Sy SET.0. G0



e spannmgatemoreﬁik, in de rechthosiige sobrdinaten gegaven doox
(2.8}, wordt opgeleverd doors

' (ﬁi}; " PeByy - 2 He elk : (5.8)

waarbl] de tensor®, gedefinicerd wordt door (2.8) laverlant te
schrl jvens

&ik & % (‘?k‘?l 4 ‘{?& Vk) @ {3’3)
Do covariante kentellen d¢ krachten }"i vordsn nu gegevon doof de
coatravariante differontislen wvan Py

3 PN
)(1“"“’%” Cpik”
Gy « 76D

= "'Qk pWBik -~ 2 Hs{?{ k i M’i‘k) » (5#1@)

Dear in de suxlidische rulnte, dle hlsv uit de sard der zamk alleen
wordt besohouwd, 6o~ en contravarismts dlfferentiaties vesrwisselbsax
zijn, door het faontiex ned z2iin van 43 kronrdngstensor, wordt

kai‘% - 3}71 Pis . -0, (3.11)

weganas de cont’nultcitsvermell jking (wil. 2).
Tenslotte namon dan de vopgell fiiiigon van Wavier Btokss
gesohreven do vorm

o I o 2p 7k |
q:tm{A‘ R ‘3’& lk v‘i 8 e %;’? ":Q V g}: Vl s {:51"2}

¢

ol s

4 Do differentiaalveipellficingen voor ds lmminaire grenslaag.

aoals uit de worm (3.12) bIilkt, ziin de algemwens vergelljiklngsn
Yool d8 visdouws stroninmgesn dbuliemgewom gesonplliceard, zo peeonpli-
ceard, dat een apalytische integratie let mopeliik is.

o9 mu tet ean syetoem verpgellkin jen te komen, dat voor een apa-
lytische bolhendeling toegankelijfk is en dat van toepmssiog is op Qo
stroning van den nediuxm mat geringe viicositeit wordt een Tesks vereen- -
veudigends opbtellingen ingevwsexd. Jdel
£) De behandsling wordt csonaaguent bepoxit tot vlakke atroming, zodat
sleahte 2 oodrdinaten ' en x* optiedon.

Het codrdinavonsyctoer, dat gosch .kt Is on de stroning lemgs sen
gokromd obperxviak e beschrljvon wordt govormd dus 49 lengle van de
boog, gerwten vapald acn zeker pumt, dlo de mornmal uit het vesshouwdse
runt op het opoervlak fuenlidt op 48 wandkrorme en de afstand wan het

punt tot de wendkromne .

o Ie de plurtselifke kroming van de wend
It = % s @ wordt het boogelereant
ds® = ay° + (1o ky)lax® {4.1)

waarin k sen functie van x is.

Do spelho ldscouponenten u en v worden
ingevoerd als differontissligquotisnten
pear do t1J4 vem de plastselijk Certe-
sisehs ooimdinaten X en Y, bdepaald door

&= {lekylédx en 4Y = 4y {4.2)
In ait geval 1is duss
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iin cen onvangrijke borekomning wordon dan de wergoelljkingen voor do
viseeuse stromings Goldstoln, blz.ll9)

dy

MWl a8, w8 K .ot 02
SRR IR AL T AR oA At A

N P du .
"’\3[ *’% J— :3_ % Sifx+i%:.§ <

{leky)™ Dx {(1+ky)
2 ; X N |
o e ““"L"“g{ | ! ¢y ! (4,
. U ¢ ?g W «ov&sxmm e~ @‘4)
(1+ky) € (leky)’ 9% (Lcy)? 9% '
] .
oy 1. v 3y _ k.2 _ . 12dp
m*m“’ﬁ%*“ﬁ%ifﬂ““ $55
i Wy Py y Tk e a4y
+ 3 i e I et T it é}s o g B W" o ol {%‘5}
(1+:y)c D= ﬁ;ﬁ (14-}5:3?33’ RE o on rey o o¥
- m&iwa?sr Y - wmnz:w i& u P W&W ‘?é*l% j
{1+uy) € {1+ky)”? 9% (1rky) = %
b b o N
ﬁ » W %;{,Mkywé = 0 (4.6)

) De wergolljuiingon (4.4}, (4.5) on (4.0) vorden sapnerkelljk vezesn-
voudigd door in naveloing wen lCrandtl Lo vegrip "grenslasg” in to
j voersn {Prandtl al
Bil de visceuzo stroning lengs cen vand wordt sapgoncnen, dat do
doaities zleh heochten san de wend, dup 4+t daar ter plaatse do anclheld
nal fs. Op enige efstapd ven de wand zul do snelhoid {m het anlpencen eon
grote waarde hebbem, dic resxmats do afs and groter wordt nadert tot de
waarde ver de gnelheid, dio een zuivere jotertisalstroning langs de wand
noafh. Do rewondsring ln do smolheld is +lek bi] de wend het prootst.
i Avngozien ds gsehulfspamingen svenredig
¢ 3 ziin ue'. de gradiint van do spalheid
ki xi zal de roludfspanning vliek blj de wand
- grotex .1ip dan op enige afstand, zodat ,
! A T in hot estate gobied do visceuze krachben
te gerwoariczen zijen t.0.v. 40 nogse~ on
y ‘ aruklorachten in @;};& atrgmng - N
. L e gy ry D8 verorderstelling, dle aan de thooxls
WA Eaid dor gvas slagen ten groadaleg 1igt is nu,
fﬁ‘?‘?’f ‘” d¢at allcen in eon dunne laag langs 4o
ﬂr"? wand, d¢ gronelasg gonaand, dewe viscouze
: ‘ ' krachter dazalfde orde van grootte dezite
 %ten, ois de waseé- $B drukkreshten, torwi j1 z1J bulten doze leag gohoel
te verwaaxlozen zijn. In dit gobied kaw ¢o astroming (de z.g. vrije stro-
‘ming) gohoel als potontlasistroning worden opgeval. i
i fiot invooren ves het bogrip gromelscg berust dus op hot mekon wam
- schattinges woor do grootte ven do termen ven versehillond physissh keruk

e
§
\
-
bt
-
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wter An de differontiaslversolijiingen van Naview-Stokes.

Iaze schattingon worden neestal gonamlijker genaakt door dinon~
alelozo groothodon in te veeron. Neemt men dan acn, det de dinonsisloo?
pennakte termen in de differentisalvergoliliing dezelfde orxde van giootto
hebbon, Jen wordt de verhoudine van de verschillsuds bijdregen goleverd
door xontallen, dio evencens dincnsleloos gljn. On 41t ult to voeren
waprden clle lspgton in do riohting van de vapd uitgedrukt in ocen 2okere
standaardlengte { (bv. bl de stroning om son vlieugelprofiel do profiel-~
koorde) en alle snelheden in deze richting in con zelere stendsardsnel-
neid U {bv. de =nelheid in hot oneindigs vam de wrije stroning).

Allo afstandon tot do wand worden o ahier aiet in . ultgedrukd,
naer ia sop leongte 6, dis lator gomiakkolijk met do -dikte van do grons-
lang in vorbend gebracht kan worden.

Op deozo wljzo vordt dan

zwuix
y=&y (4.7)

O asn ds gewtimﬂ%imwm;elij}:ing {4.5) te kumpen voldoen door twve
tormen van dozelfde ords van grootte wordt dan gestelds

Vv ow “?“Uav? (¢>8?
Yerdsr hoeft, dmer in de vrije stroming de wet van Bernoulll geldis

e <?) ¢ 2a
r: (U™ ¢ v°) ¢ 5 (FIN

de grocthoid p/q de dlensle van het kwadrest van een aselheid. Het ligt
dus voor de hapnd te stollens

8
g’.”‘ U2 ‘z“w‘ {4.9)

Door deze substltutics gesn de vexgelijcingen (4-4), (4.5) en (4.6)
over lut

2 E ¥
Em 22’: E % 6,“‘ gigi;! e v’ w;' @ u—@%w u'v’ ;é L 3
4

‘: 1’9“ -4 k'?’,! é’: C‘" ?;"‘ T‘ k)yl L.
v % { ‘
+ %’ﬁ;) - (4.10)
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S A 1+ 7 k'y ox’ y I» ¥ x'y'
Lip f
teiy' ¥ ) -
r
! ) 2 2 : 4
JR { g;g} ‘f'ﬁ y! %’;V' R y' k! QE‘@%@
o i{l& ¥ kK'y")® ox'® Qyé C 't TRy xS ok
® "“.f ] 3 ‘,2 ) ﬁ
e sl A Belver s AU S See bR
1+ 2 k'y' (1+ ¥ k'y’) (1s 2 x'y)?- L
g 4
R
Yoo b Yyt X .
bty 4 4, | »
- ARy SN L f’ﬁ' o (4:11)
{(i+ = k'y") e
£
Blm . e d .
b : 5 Yyl ) ot om (. TR}
Mﬁywwiw L A AN (4.12;
Do verhaudipy tusccn do linkexs en rect %"ﬁ”}.ﬁﬁ’)% zal dus worden gorovau
door het dinonclolcze gotsl: if.,,,. ¢V % T g
&% N .

Hot getal R o~ m«- at2it hot ?»@mam direngieloze petal van Reyoolds

voor de ctrond xxg voer. v dirmcnsizloos genmaskte linker- en rachicriccen
tu de werpelfjixincen (4.10) oo {€.11) inllen dus allocn dan dezolfle
srde von sroectto hebben, indicr @,ﬁ}.ﬁ’ﬁ

,s,{ o ﬁ”:‘pj?

g
Bl Ac stromdne o vilegtuigvicugels hwm Net gotel ven Royeclds
asi grote weards nl. wvan m, m’wfm 4.20%  zoaat & £ de grootsto oride
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1o neaft. DAt botehont, dst allean i;r aon dunne iaege laongs do wand
dn vinosuze 2, rachion vau dezelids ordse ven grootte zi m ala da niassn-
an cmukkrachten in ds slroming.

in dat «wsx cl is het culdel 41, dat 2an esntal texen in de vergs
Ang ven de opds &0 - 5-4/2 of Xleinor is.
srlozivg ran dnze torrwen rosnt henslette de earatc ver-
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Bis do twede vernelljuisg vait lp de sorate nlasts op dat de torn

o !
e wordzaislifk van Je orde §4 most vijn om ann de vorselljking te
mmsi voldoon. BLS evorwaarl c_,w;m wap de andsie taymen blijft dan

e - d ;&} (4.1.4)
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Uib ds tweede wersslijlins biiillt dst de drukeradidmt in 4e eronsla
in een richting loodrecht op 4 wand res™ ":m?n is. c s
Bl @3 sironing langs de viakke wand is 71}, ondést ds Lromtestraul
caelndig groot ls, in deze benederiug, z31%2 nul. De aruk in de grens-
lasg iz opefhankell jk van de afstand tot de wand. D1t gecft een bolang-
rijke worsenvoudipging. Hoewel dit voor osn golrande wand niet gohoel
eat, (het linkerlid in<w atelt de soibrifugaalkracht voor) wordi
:}wi altl]d deze verondersitelliing %n de borokeningen aangshouden.
Bl} een voldoend grote krombtestraal is d’we benedering wel gecorléofd.
Cok ia de oorspronkelijke vergelijiingen (4.4, (4.5}, {4.6) kunnen de
tetmen, dle In de dinensieloze vorn wesglsten zijn, matuurlijx wer-
waarloosd worden.
A Dt goeft tonslotte de vergolllkingronwey de grous)eegstroning
in de doox Prandtl gelntroducserde vorm:
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“in de vrije stroming, dus in het gevled vaaxys> & is, lunnon o vis-
cositeitstermer verwsarloosd wordem. Hier kan de stroming dus gohoel
als sen potentieaigtronming worden beschoiwd.
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zodat, pok in d4s grenslaag geldt
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en de vergslljidngenwarde grenslaaz ook geschrimven kunnen wworden alss
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‘Een eersts methode ter integratie van het stelsel differentiasl -~
vergaliitingen voor de lanimaire gronslaag bi) de twee dinensionale
atroningen 1 esm opporvisk is gegeven dsor Blasius ¢ @ | en latex ver-
betaTd en ultgowerit door %}3}‘ E -

l.aat do scelbeid van vyl jo stroning lengs ds buitenrand ven
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toxuijl de fumebiev = O laags de wond.
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cveTeontonstigo cedfiiclinton wan 2P het volgende stelsel vergelijlingen
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Ha eorsle vergelijiking iz esn niet-linasire &ii‘mmntiaaw«amﬁli;}kim
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FofAT s verhoudlag §§$ zleh asympitotisch gedracgt als {4%=+ 1)
. a

éiaruip volgt, dat voor grote wasrden van n a8llecn de eorste term in

e Teeks een boliaogrlfke bl jdrege lavert, zZodat iu dit zsbied de reaks
280Yr 2oed oTuikHELT ise

_ Bij ds asynptotische ontwiikeling v e oplossingsa ven de
aifiverg. van Howarth tresdt 41t niet on zodat op groud van deze over-
i??ifﬁﬁﬁ ds metvhods van Limngler Inderdaad 11s seon verbeioring beschouwd
Rup wopdsn.

. ¥ou nadey onderzoek ven Gozs nethords is sshter nog nist ultgevoerd.
Yosht 21f asn de door het asympiotische gudres goweltte verwachtingen
Gnlécen, dan is zi] ongetviifeld de beste ven de tet op heden beksnd
seFsioningsreathoden. '

Eon verder gaand onderzeoek 1s dus al'eszins asn te bevelen.
L dabuoden, dis gebralil nalen van dntegruaivoorwaardsn.

; B1lJ do practische bersieningss van greuslasgsbtromisgesn, dle nodlg
zije sy besrekening wan de wri Jvingsweerstand ven vliegtulgvieugels wil
ver ln bel 8lgereen ansl tot een resultea Rornwn, 4ah echter niet zeex
aruwkeurig bshosit te zijn, dasar de vesreuand van et op de laninaire
sranslagg volgeude stuk turbulente grensiasg deor de uitzonderiljke
ceiplicetis van de struetuur dezer stroning tosh alet e berskenen velt.

) Moo zal dus la e practljk exr de woorksur asn gsvend grevsliaagsiro-
Lingsn op een snsile, doch nminder nasuwheurige wlize to bePekenen.

wzo bereksningsa worden geloverd door de z.£. integraelvoorwasrdsa,

“ile woor het serst door Von Keimem ¢ - | sungegeven zijn en doox fohl-
navsen practisch toegepast zijn. {1921).08)
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Uit & grensiaagvergelijking woerden dax vergelifkingen afgelsid,
“ia 48 efhenkelijkhsid van de paransteys van de colrfiineat langs het
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Hint woor olk probleen is dezellde arnnane voor 98 ssslheldsverdsllag
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T 5 vsrsehlllends gevellen verschilisndes xsultuten gswen. ila vooibesld
wli Bu basproken, de methode van Rayman~Pchlhausef en de dirset hisxult
alfsoslzide te thoden.
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Verdsr wazkt in het stuk langs 49 wand in de I-richting esn kracht
?‘:"o dr
alg T o ds schuirspeaning leangs de wand ia.
‘Poapassing van 4o stslliag, dat ds toenamw van de impuls per socouds
g:lifk is asn de som wan 4o werksads krachiten gselts
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Yolgens de wet van Berpouill is

£ -0,

He witwerkesn nntsteat de vergeli jking, elsnog Al "'"“ dy gezet is
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d8%y e difi‘cmntiaalguotién%ar ¢e bovangrene weg plijken te vallen.
Toneinds doze vergelijking in menvoudiger vorm te schrijven wordsn
ingewoerd de groothsden:
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a8 “impulsverliiesdixte”.

1} gwor e viscositelt neemt &2 spelheid in de grenslasg afl. BT wordf
dus mipder vicelistof door een doorsneds gatransportesyd dan in het
gsval, 4at er tot &e wand polentiaslairoming was. De werplastsinge-
dikte is de afstand vasrover ds wand verschovesn most worden om eel
potentisnistroning te construeren, waerblj met dezelfde wrije stzoming
evedvet)l viosistol door een doormmede getrassformesrd wordt als im
de werkelljke stroming. R
snaloog hisrsap is ds impulsverliesdikte ds afstend wearower de wand
mrsc}g{;m moet worden, indien men esrn potentisalstroming comstrusext
wasrbl ] door een doorsasde svenvesl irmpuls getranspordeerd wo o
in &8 wewrkelijke stronming. ‘ ; 86 o mmtm




(P¢ wwigelijking blijikt dsn geschrevsn bte kunnen worden als
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Bathenstlseh kan deze verzelijking afgeleid worden ult de vergelijking
cvan Prandtl door op te merken, dat, wu voor de oplossing als esn funciis
. ¥8n y een bepaslde vercnderstelling is ingevoerd, het nlet resr nodig is
ow deze lsoatsts els differsntisalverssiljking voor y te beschouwsn.

- pearom wordt zi] gelntegrsord masr ¥y tussen de growzes O en h.

- P8 corspronkelil jre vergelijking dient dsn on veorwsarden ie stollen asan
@€ %o kiezen functie voor u voor ¥ = O.

 Daar voor ¥ *0, t = 0 en v = O wordd do vooiwazrdes
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BudsTe voorwaardsm voor de functils % w ${y} worden gevonden door de
grerslasgvergell jking te differentilSren, bv.:
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In plasis wvan ¥y vordt gowoenlljik ingovoerd de dimensziclozme grootheid
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wagzhll & sen zekere lengte voorstelt, dic wan de beschouwds doorsneds
afbangt en dus eexn functle van x ken zija.

figt werloop vun de sznelhedd in ds x-vichting wordt voorgestsldéd door
-sen functie, waarvan de varieile met z eenvoudigheidshelve wordt

- wserygegeven doo¥ parumeter Jeen _
| % = £lngA) (7.7)
Toor /| wordt mosstal gekozent
«”wac%zi‘s S LAPY- SOOI RPN S 12 0 (7. 6)
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#2ls R hat getal vep Reynoldswey de stronireg is
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an L. eon zekePs karakteristleke loagdse, bv. de profilelkoords vonratslt,

Elest men voor & de dikte van 4o grenslesg, 4.1. de wasrdewmy ‘
wasrbid vy} = U 1s, dan worden de uitdrukikinsen woor de wverschulv -
Pesp. de Inpulsverliesdikisd
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Op dezs wijze ontstast dam de volgends @i7ferentisalvergelilking voor
44 ale functie m x4
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Pohlheusen beeft nu als veTieling £ aangeonomen een pa}.yncm van de
43 onds, dat voldoet san de mm&morwa&r&am
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Howarth heeft 82 in bovenstamnde wexgelijiing optredends cobfficidnten
% ‘ ' ‘
A %- s % en de constante als functiea van /| getabelleard.

Deozs methode is in zeer veel gevallen gebruikt.

et het ocog op het optreden van de tweede afgeleide wan U, d4ie in
de meeste gsvallen door mumerieks differentistie geovonden nost worden,
is het raadzasm de methode in iets andere vorm toe te passen,

Eaen daartoe nist als ecnheid in de ,;-»risming de grootiheid 5,
il g ow o &2‘ m“t y = f}zcaz = n&& Az

7 pe mrgalukim kan su genexkelijk worden opgelost.

85 = 8358,
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In plasts ven /L geart men in
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Fa enige herleldlmg wordt den de impulsvergelijking
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4* vorm voor £ kan de functie H worden bepaah!

 De methodes Pohlhausen bIijkt een zser gm hemﬁm te
in het gebied van a.?nmaesm &ruk. De smelheidsprofielen stammer




&d oversen met ds mei meey exacte metlioden berekende en met metingen.
fIn hat gebled wen tosnemende druk dLijkt 2i) echiey 2en sle thtebenads~-
ring te geven, im het bijzonder bvi] de bepaiing van het punt, waar
,.‘?g = 0, waar voorbij een erugsiromen ven de grenslasg viex achier
;uﬁh‘jm&‘wtata&t { hiaxr wisssei‘&;;i% van tekent}., Dit punt is uiternate
‘belengrijk, wamt deze torugstromisg lis niet stabisl, er vomt zich esn-
ebied ven werweling achter dit punt weardoor de gronslasgstroning ge-—
eel orhoudt te bestsami hisr lest de grenslasg los sn de weerstang
- wordt doo¥? het optreden van ds wervels anmmerkelijk wergroot. Hot is
‘@ ven belang dit punt enigermate nouwisurig te bepalsn. Dasrtoe zijn
§s in het scPste desel behandelde methoden bster geschikt. In het ale
‘gemson zal ds stroming echiter yeeds woor het punt ven loslaten insteblel
worden als het getal wen Reymolds msar groot gsnosg iz.
In 4it geval wordt de grenslssg turbulent, godat gsheal endeve
wotteon geldan.
del kan ale vaststaand worden s2ngencmen, dat de turbulente greas-
lasg esp groters stabilitelt tegemover loslaten bezit,
,_ Een exeets mathenatischs theoris wan de turbulente gronslaag
besteat tob heden seibter nlet.

Hisynede 1s sen overzieht gegeven over emkele op het ogenblik
stiuele methoden uii de theorie der luminaire gremslagea.

Toel Is weggelaten o.a. de berekeninmgsmethodem, die geBeseerd
2idn op de vervanging van de diffemntimvexgengkin@m diffaren~
tio - vermell lkingsn. . : '

Ook de meothode van Prandtl-Goldsteln, die, uitgaande ven een
sitelheidsprofisel, dat voor ean hepasslde doorsmede geldt, het soelheids-
profiel in wolgendes Jooransden berekent , is niset behandsld. ‘

Vols emderve rethoden, dle in de listeratuur e vindem ziin, hebben
gleehis nog historische beteXkenis of z2iin slechis Toor zesy sdeciels
Problemen geeschikt. '

- Verder is het probleem van & stebillteit ven de lemlnalye
gstroning, tegen klelne storingen dat op het ogendbl’kx als opgelost
Mwhmmé. kan worden, im werband met ds grode omvesg 4ie het vertoond,
~ piet behsudeld. ,

- Uit de vergelljkingen vem Esvier-Stckes voor de stroming van eesn
viggeuze vloeistof in sigenens kromlilnige codrdinsten wordon in het
speciels mgeval van twesdimepsionole stroning lengs sen zwak gekromd
‘oppervisk dm grenslangvergell jkingen vwan Praadtl afgeleld, dis wor
san viceistol met zeringe viscositeit gelden. In rschthoskigs cobrdi-
noten x, ¥ 2iin zijls .
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Hierin ste * U de¢ suelbeid in ds v2lje stroming bulten de granslmg@. Y
¥ragy w of ¥ 45 snolheldscomponenten in de grenslssg en v de viscositeit.
' Van 8= verschillende msthoden, dle in do literatuur bekend zijn
wer integratis van dese vergelitkingen worden sukele besproken, dis
alien allesn botrekking hebben op stationnsire leminelre stmminga



i Pe methode van Blissins-Howevth.
De stroomfunctie 4/, bepasld door
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wordl ontwikkeld gedacht inm cex mmchtreeiks nsar x wmet co€fficisnisn,
die Fuoetiss zijn voor ¥.

Ve 210 1 0 Be(9)ex 4 seaues _. (0.3)
iz U sveneens ix esn machizeeks paay X ontwikield, ﬂ
=
U= ulx ¥ hzx P essese (‘0;»4}

fan levert substitutie in de grensliasgvergeliljkingen sen stel dlffersn-
tinalvergelil jkingen vooy de functles Fk van y, dile achiereenvolgens

opgslost wordsh.

g 2p msibode yap Kormep-Hililkan.

Daze berust or 48 ssAlogle var de vergellikinger woor 42 laminalve
grensiasag en ds vergelljking veor de warntegeleiding als men in 68
serste als codrdinaten in do grensliasg invoert de strocmfunciie yw’ bene-
vans ds wearde van de potentiaaifumectie P san de m&. van de grenslesg;
dus in de vrije stroming.

De ?argeli%king voor het “energisdetfect? z = H.ESL. wor&t dexns

T %;%s Jy 1~ §§ . ?ﬁ L | (0.5}

Met bedulp van bovengenoemde spalogie gelukt het Von Kerman en Millikan
293 besaderdsoplossing be gevep, dle het ssympiotischs gedrag van de
funodtis % op grote afstand van de wand goed weergesfh

Het vinden van betede banaderingen wordt echier 20671 @awnpliﬁ:aerd
andat 'z ip wverg. {05.) wﬁer hat wm‘%lteken voorkomt .

& e pethods ¥ mmr.
’ Maogler heeft sen unificatie becogd van baids woorafgeande retho-
den doc® als dimemsieloze cem&matan wesT im e voeXen { = _.@;.}: 8n
AT Vo

ﬂam&

VE ?y

mesd in plasts van 2 in te woaTens

P

“

e

¥oor & nsent hij, analoog rwet Howarth esa oniwikkeling een ven de
voxms
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en 4o gegeven functis 23 % gis im zijn vergelljking (6.186)
aptm@é% ontwikkalt hij oak in sen Presekss
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‘ﬂp deze wiize unut voor de functies f (n) eemn stel umm-
- fancties goven volgs mxﬁrmut godrag
ze volgens asynptotisch '
der oplossingen weer dan die ven Howarth. Hij beeft echter het gedrag
umtm@mmtwmmt.
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